Lecgon 126 - Exemples d’équations diophantiennes. — Théoréeme chinois : Pour n = ¢;..q, avec ¢; premiers entre eux 2 a 2, on a un
isomorphisme d’anneaux entre Z/nZ et IL,Z/q; 7.

Def : Une équation diophantienne est une équation de la forme P(x1,..,2,) = 0, pour — Exemple de résolution.

P e Z[X;,..,X,] et dont on cherche les solutions entiéres.

. . . L. 2. Quelques méthodes pratiques. —
1. Equations diophantiennes linéaires. —
1. Réduction modulaire. —

. Résolution avec une ou deux variables. —

— Pro : L’équation ax = b pour (a,b) # (0,0) posséde une unique solution entiére ssi
alb. La solution est alors g.

— Théoréme de Bézout : Soient a,b € Z et d = pged(a,b). Alors il existe (u,v) € Z tq
au + bv = d.
Réciproquement, si au’ + bv’ = ¢, alors d|c.

— Cor : L’équation ax + by = ¢ admet des solutions ssi pged(a, b)|c.
Dans ce cas, pour (ug, vg) une solution initiale, a = a’.pged(a, b) et b = ¥ .pcgd(a, b),
les solutions sont de la forme (ug + b'.k,vg — @’ .k) pour k € Z.

— Rem : On peut trouver explicitement une solution initiale grace a l’algorithme
d’Euclide.

— Ex: 422+ 66y = 10 n’admet aucune solution. 112z + 70y = 14 admet des solutions,
par exemple (2, —3).

. Equations de degré 1 en n variables. —
— Soient A € My, (Z), B € Z™. On veut résoudre AX = B avec X € Z™.

— Pro: Si A= (Dzag(dol,..,dr) 8) avec dy,..,d,. € Z*, alors AX = B posséde des

Vr+i<i<m,b;=0

Les solutions sont alors de la forme (b—i, . g—:, Typt1y ey L) POUT Tyiq, .., Ty € Z.

— Théoréme des facteurs invariants : Pour A € M,, ,(Z), il existe une unique famille
finie d’entiers strictement positifs dy, .., d, telle que di]..|d, et telle qu’il existe U €

Slm<Z),V c Sln(Z) tq UAV = (DZag(dh..,dr) 0

solutions < {

0 0

— Pro : Pour D la matrice des facteurs invariants de A, on a AX = B & D(VX) =
U-'B.
On est ramenés & la résolution de DX’ = B’ pour X' = VX et B’ =U"'B.

— Rem : On peut calculer explicitement les facteurs invariants de la matrice A en

utilisant la division euclidienne dans Z.

— Ex: (; g) = PDiag(1,4)Q.

— Ex : L’équation 2z 4+ 4y = —2, 3z + 8y = 1 a pour unique solution (x,y) = (-5,2).
. Equations modulaires et théoréme chinois. —

— Pro : Lien entre équations modulaires et équations diophantiennes.

— Rem : Dans le cas ot certains termes de P de petit degré total sont multiples d’un
nombre premier p, on peut chercher a résoudre P(z1,..,2,) = 0 dans F,.
Si P n’a pas de zéros dans Fp,, alors il n’a pas de zéros dans Z.
Si P a des zéros dans IF,, on cherche alors & voir si ces zéros peuvent étre étendus
en des zéros dans Z.

— Ex: X? 41 = p n’a pas de solutions pour p premier tq p = 3 mod(4).

— Ex : Les équations 23 + 5 = 11793, 22 4+ y?> = 82 + 7, n’ont pas de solutions.

— Théoreme de Sophie-Germain : Soit p un nombre premier impair tel que ¢ = 2p+ 1
soit premier.
Alors 'équation zP + yP + 2P = 0 n’admet aucune solution entiere telle que zyz = 0.

1six e (Fj)?

Osiz=0

—1 sinon

— Def+Pro : Pour tout = € Fp, on définit () =
le symbole de Legendre.
Le symbole de Legendre définit un morphisme de groupes de F, vers {-1,1}.
Ainsi, pour n = pi'..p%" et p premier aux p;, (%) = H,;(%)‘“.

- Bx: ()= (-7,

— Pro: (%) =(-1)

p2—1
8

— Dev : Loi de réciprocité quadratique : Soient p,m des nombres premiers impairs
distincts. .
Alors (£) = (2).(-1)" ==

— App : Les équations de la forme z2+py = ¢, pour p premier impair et g non-multiple
de p, ont une solution si et seulement si (%) =1

Pour zg € Z tel que 23 = ¢ mod(p), les solutions sont de la forme (x¢+k.p, %)
La loi de réciprocité quadratique, les formules pour —1 et 2, et la division euclidienne
permettent de toujours calculer le symbole de Legendre (%).

— Ex : 22 + 59y = 23 n’a pas de solutions.

— App : Les équations de la forme ax? + bz + ¢ = 0 pour a,b,c non divisibles par p ont

des solutions dans Fy, ssi (%) =1.

Si (%) = —1 pour un certain p premier, alors az? + bx 4+ ¢ = 0 n’a pas de
solutions dans Z.

2. Méthode de descente infinie. —



— Principe : On suppose que ’équation admet une solution (z1, .., z,) vérifiant certai-

nes propriétés (non-triviale par ex), et ’'on dispose d’une fonction w qui & (z1, .., )
associe un entier strictement positif.
Si ’on est capable de montrer que I'existence de cette solution implique ’existence
d’une autre solution (y1, .., ¥, ) vérifiant les mémes propriétés, et pour laquelle 'image
par w est un entier strictement positif inférieur & w(x1, .., , ), alors cela veut dire que
I’équation n’admet aucune solution vérifiant lesdites propriétés, car une sous-partie
majorée de N* ne contient pas un nombre infini d’éléments distincts.

— App : Il n’existe pas de solution non-triviale eux équations x*+y* = 24, 24 4+9y* = 22,
et 22 + y? = p.z? pour p premier, p = 3 mod(4).

. Méthodes géométriques. —

— Rem : Résoudre P(z,y,z) = 0 avec P polynéme homogene revient & chercher les
solutions rationnelles de la courbe P(x,y,1) = 0.
Si la courbe possede une paramétrisation faite de fractions rationnelles & coefficients
dans Q, alors on peut déterminer les points rationnels de celle-ci en fonction du

paramétrage.
— Pro : Une paramétrisation rationnelle du cercle C d’équation X2 + Y? = 1 est
42 s N . 42
(h_—ttm %) U{(-1,0)}, c’est-a-dire : C = {(L—;, %),t eRIU{(-1,0)} et t€Q
42
< (15r Tm) €@

— Thm : Les solutions de 2% + 32 = 22 dont les coefficients sont premiers entre eux
dans leur ensemble sont exactement les triplets (u? —v?2, 2uv, u? +v?) pour uAv = 1.
L’ensemble des solutions de 22 4 y? = 22 est donc :

{(d(u? — v?),2duv,d(u® + v?)),u,v,d € Z,u Av = 1}.

— Ex : En prenant u = 2,v = 1, on obtient le triplet (3,4,5). Avecu =7,v =2 on a
(45,28, 53).

— Def: On définit le folium de Descartes F comme la courbe d’équation X3+Y3 = XY

— Pro: (H%, li%) est une paramétrisation rationnelle de F.

— Thm : Les triplets (uv?, u?v,u® +v3) ott u A v = 1 sont exactement les solutions de
2% + y3 = xyz avec pgcd(z,y, z) = 1.

—Ex:u=1v=1= (1,1,2) est solution. u = 3,v =5 = (75,45,152) est solution.

. Utilisation des corps quadratiques. —

1. Entiers d’un corps quadratique. —

Rem : Q(v/d) est un corps.

— Def : Norme d'un élément de Q(v/d).

Def : Trace d’un élément de Q(v/d).

Def: Un élément de @(\/&) est appelé un entier algébrique ssi son polynéme minimal
sur Q est a coefficients dans Z.

On appelle Oy 'ensemble des entiers algébriques sur Q(\/&)

— Pro: Oy est un anneau integre.

— Thm : Oq4 = Z[1+2‘/3] si d =1 mod(4), et Oq = Z[V/d] sinon.

— Thm : La norme sur Oy est un stathme si :
de{-11,-7,-3,-2,—-1,2,3,5,6,7,11,13}.

— Application aux equations de Mordell, comme : y? = 232, y? = 23—-11, % = 231,
x® —y? =1.

2. Entiers de Gauss. —

— Rem : Z[i] est un anneau euclidien, avec pour stathme sa norme. Ses inversibles
sont +1 et +1.

— Dev : Théoréme des deux carrés de Fermat : Les irréductibles de Z[i] sont : les p
premiers tq p = 2,3 mod(4), et les a + ib tels que a® + b? est premier.
L’équation diophantienne x? 4 y2 = n admet des solutions si et seulement si pour
tout p premier tq p = 3 mod(4), on a v,(n) pair.

3. Equations de Pell-Fermat. —

— Def : Une équation de Pell-Fermat est une équation de la forme 22 — dy? = 1 pour
d sans facteurs carrés.
Rem : Les solutions de I’équation de Pell-Fermat sont en bijection avec les éléments
de Og4 de norme 1, qui est un sous-groupe du groupe des inversibles de Oy.
Rem : Si d < 0 les seules solutions sont (£1,0),(0,£1)
Thm : Pour d > 1, il existe un w € Oy4 de norme 1 tel que tout élément de norme 1
soit de la forme w® pour k € Z. w est appelé unité fondamentale.
Cor Pour d > 1, 22 — dy? = 1 admet une infinité de solutions, et toute solution
(z,y) est de la forme : = + Vdy = (z¢ + Vdyo)" = (X k=2m k<n akynk (H)d™) +
\/g(Zkz%n-‘rl,kSn xlgyg*k (;cl) dm)

— Ex : Résolution de 22 — 3y? = 1.
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